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° il hes un mémoire sur Les fonctions moyenne-périodiques sur un 


1. — Nous regarderons l’ensemble des éléments « d’un g 
_ G comme un espace, l’espace du groupe ; y opèrent transitiven 
groupes de transformations : groupe des translations à gauche, 
= correspondre à tout point x le point sx, s étant un élément fixe ar 
et groupe des translations à droite, faisant correspondre à x le point xs : 
ces groupes, isomorphes à G, portent dans la théorie de lie les noms de. 
. premier et second groupes des paramètres. se 
On désignera par +s 
sE, Es , E” 


les ensembles transformés d'un sous-ensemble E de G par les transfor- 


mations a | pe 
& T —+ sx; T — xs; TT | 
Ë respectivement ; on notera 1 l’élément qui correspond à l’identité dans G. 
PA | Une fonction f (x) définie pour tous les éléments x du groupe, et pre- 


nant, soit des valeurs réelles, soit des valeurs complexes, sera appelée 
t- fonction du groupe. 
Nous considérerons dans ce qui suit des opérateurs linéaires ayant pour 
champ d'application et pour domaine des valeurs, tout ou partie de l’en- 
semble des fonctions du groupe ; on les notera par des symboles de la 


forme 
g=Af 


g (x) = Alf (&)] 
lorsqu’il conviendra de préciser les variables. 


A toute fonction f(x) du groupe, il y a lieu de faire correspondre une 
autre fonction du groupe : 
g (&) = f (a-) 


qu’on désignera par f° (x). De même on fera correspondre à tout opéra- 
teur linéaire A, l’opérateur linéaire associé A° défini par 


A LE) = A1 [f°] 


ou encore 


1 
4 
| 


_ tions à gauche ; nous emploierons les notations suivantes 


gia)= TS (fE]= f(&s);  h(x)= TEf®] =F (sx) 


fournit une fonction des deux variables æ et s définie dans le produit 


4 la fonction = 
3 F(x; s) = AZ (f()] 


; on peut regarder s comme la variable et « comme le paramètre, ce qui 


revient à envisager l’opérateur linéaire 
4 S x 
4 B, [F (EN = A, [f ®]) 
eA 
qu’on appellera le {ransposé de A et qu’on notera 


~ 


As (f@] = arf 


- Le transposé de l’opérateur de translation à droite T* est l’opérateur 


_ de translation à gauche T°; l’associé de l’opérateur de translation à droite 


“Ts est l'opérateur de translation à gauche T**- Notons enfin qu’un opé- 
rateur de translation à droite quelconque est permutable avec un opéra- 
teur de translation à gauche quelconque ; on a en effet 


TT) | = TL ee) = f(uxs) 
TT = TES = flues) 


3. — Nous dirons qu’une famille d’opérateurs linéaires A, dépendant 
paramétriquement d’un élément arbitraire s du groupe, est une famille 
abélienne lorsque les conditions suivantes seront remplies : 


A—A'=E; (E désignant l’opérateur identique) 


A Av= AAs quels que soient uets. 


translation dépendentidonc paramétriquement d’un élément arbitraire s I 
_ du groupe, et on doit distinguer les translations à droite et les transla 


L’application de l’un de ces opérateurs à une fonction f(x) du groupe 


; direct du groupe par lui-même ; plus généralement considérons un opé- 
~ rateur linéaire A° dépendant paramétriquement de l’élément s de G ; dans — 


- BPs ay 
ety des Nat Fate A mere 
hs IL est facile de déterminer ces deux groupes ; cherchons par exel n 

_ opérateurs A du premier groupe, ona sab adm que 2 


As { AL[f(n)l | = As} | a. (ren) eine 
quels que soient x et s; faisant æ = 1, il vient 


“Aloctreml= a fastrn|—a.7@1—a,) Arn ra 


ce qui définit une forme nécessaire del’ opérateur À ; À, doit être ae 
comme une fonclionnelle linéaire quelconque ; inversement prenons 


A (f@)—« | AFF] { 


a étant une fonctionnelle linéaire ; on a 
As} aetren] {= Agfa} AE LAON À =a} As} At 
A, | Aten {=o} Xe! xt ro! à 


or 
As} Aro] = As} a tro | 


Az} O1 = ak} A9 ref 

et 
AË xual ÀXSAË 
Il suffit donc que les A’ fassent partie du groupe cherché, comme on | 


Pa supposé. De la même manière les opérateurs du second groupe attaché | 
à la famille abélienne A* sont définis sur la formule 


A-[f ©) =a) AE lf (91 | 


a étant toujours une fonctionnelle linéaire quelconque. Dans£le cas de la 
famille abélienne des opérateurs de translation on a 


A. (FE) = a [f(&E)]; Aa [f (E)] = a[fEx)] 


pour le premier et le second groupe respectivement. 


7, D ’une ii générale, A et B étant deux opérateurs iéiires etC=. AB 
leur produit, il est facile de constater que C°= A° B°; en effet. 


: f@l=C [FEI B, a} Ag iP (ny) | — By. pot} AG HE AE 


~ Dans ces conditions si A est un AD teu ne au premier 
- groupe attaché à la famille abélienne des opérateurs de translation, il 
est permutable avec tous les opérateurs Ts ; donc A? est permutable avec 
tous les opérateurs T*"* et appartient par conséquent au second groupe: 
. attaché a cette famille ; on montrerait de même que l’associé d’un opéra” 
- teur du second groupe appartient au premier ; comme d’ailleurs la relation Û 
j d’association entre opérateurs est involutive, on voit que le second groupe 2 “di 
4 oe formé des associés des opérateurs du premier groupe. an 
-Restons toujours dans le cas de la famille abélienne des opérateurs de | 
“translation. Un opérateur quelconque du premier groupe attaché a cette 
famille est permutable avec un opérateur quelconque du second groupe ; 
soient en effet 


e 
A, f@)J= alf@w2)]; ALE] =sifez)] 


_ les opérateurs considérés, ona 
A,} ALF] |= a) Are (Ain) | = @} BlAnae)]| ; 
“| Ae FOI =B | Deel f(n)]{= 8 jal En)]| : 


et sous cette forme {la permutabilité annoncée est évidente. Cette pro- 
priété est encore vraie pour les deux groupes attachés à une famille abé- 
lienne quelconque. 
Dans la suite nous ne considérerons plus que la famille abélienne des opé- 
 rateurs de translation et les deux groupes d'opérateurs que nous lui avons 
attachés ; pour abréger le discours, les opérateurs permutables avec les 
opérateurs de translation à 


Sa 
=~ S 


: 
or 
J 
} 
Æ 
: 


à gauche seront appelés opérateurs delta à 
droite (car parmi eux figurent les opérateurs de translation à droite), et 
inversement (*). 


4. —. Une fonction f(x) du groupe G est dite moyenne-périodique par 
rapport à un opérateur delta à droite (brièvement, moyenne- -périodique 
à droite), lorsqu’elle annule identiquement cet opérateur ; on définit de 
même les fonctions moyenne-périodiques à gauche. Prenons par exemple 


(:) La notion de famille abélienne présente de l'intérêt aumoins dans le cas où le 
groupe G est le groupe des translations de la droite ; on pourra consulter à ce sujet une 
note de l’auteur sur « Une généralisation de la formule de Taylor. », Journ. de Math. 


pures et appliquées, 1937. 


‘ ee : iy ey at i. Weta 
ARTS enr f(æs) = f(x) guest. 

rch quel que soit æ; ce sont les fonctions périodiq es 
: Supposons que le groupe G possède des caracl | 
décrivant un ensemble dénombrable ou d’une puissance pl 


jay) =A (BAY); 


et aussi | Beis | 
oh T,@1=TA@l=AO)4@s 
Considérons un opérateur delta à droite } 

| A, [f(®)] = a [f(x2)] 
à étant une fonctionnelle linéaire ; il vient 
A Li, ©] = alj, (2) = o[j, (®)] : ÿ, @) = AW), @)- 


4 en posant 4 | 
| A (x) = À, (9, (@)] ~ N 
Cette fonction, lorsqu’elle est définie, se nomme l’indicatrice de l’opéra- 
ae teur A; sid, est un zéro de l’indicatrice A(A), le caractère Sy (a) est 
oO 


moyenne-périodique à droite par rapport à A. De même pour les fonctions 
moyenne-périodiques a gauche. 
Le théorème suivant est important : 


Si f (a) est moyenne-périodique par rapport à un opérateur A à droite, 
el st on lui applique un opérateur delta à gauche quelconque, on obtient 
une nouvelle fonction moyenne-périodique par rapport à A. 


En effet désignons par A’ un opérateur delta à gauche applicable à 
f (a) et posons 


g(x) = À, [f(E)] 
ona 


A, (9) = A,)4, (fl =0 


à cause de la permutabilité des opérateurs delta à gauche avec les opéra- 


teurs delta à droite. Dans tout ceci on suppose évidemment la possibilité 
des opérations indiquées. | 


5.— Nous Supposerons dans ce qui suit que le groupe G soit un groupe 
de Haar, c’est-à-dire un groupe abstrait topologique dans lequel peut être 


| 
| 


nv 

u leurs une mesure invariante à gauche. Ces doula 
t des mesures de Radon pour lesquelles toutes les fonctions continues 
groupe sont mesurables ; les intégrales HG EE sont des inté- 


4 


| Jy f @) de = Ce flaws) dee 
_ pour la mesure invariante à droite, et 
Eat, | fr f (a) dx = |, mure dx 


| pour la mesure invariante à gauche. © 
. Le groupe étant mesuré, il est possible de définir, avec Hermann WEYL, 


Bde produit de composition ide deux fonctions du groupe ; cette notion est — 


d’une importance capitale, puisqu’elle conduit à un processus d’orthogo- 
 nalisation, et aussi, lorsque le groupe est clos, à la construction de ses 

représentations linéaires, Dans le cas où G est le groupe des translations 
4 de la droite, on sait que la considération du produit de composition de 
_ WEYL est dun grand intérét, aussi bien dans la théorie des séries de Fou- 
. rier des fonctions périodiques, que dans l’étude des fonctions presque 
_ périodiques de Boxe. 

Nous allons essayer d’étendre cette notion aux fonctions postes 
périodiques sur un groupe de Haar. 

Soit A un opérateur delta à droite défini par 


Aa([f @)] = aff(æE8)] 
ACT A 21 (FEN = CPGE) = a TE M) 


Considérons la combinaison suivante : 


gx 9) A2] fer gman 


l'intégrale étant prise avec la mesure de Haar invariante à droite et la 
variété V, étant un sous-ensemble de G dépendant de £, que nous suppo- 

serons d’abord tel que l'intégrale ne soit pas identiquement nulle ; de 

plus les fonctions f et g seront choisies de façon que l'intégrale ait un 
sens (il suffit de les prendre dans la classe des fonctions intégrables sur 
tout le groupe), et f sera moyenne-périodique par rapport à A. we com- 
binaison s’écrit encore 


Gx pal fy PE eng (man) 


nous la regarderons comme un opérateur linéaire appliqué à la fonction ÿ 


Ve A AT LÉ 7 
LE ye 


les de Radon-Stieltjes ; on a te LT ARR 


2 + . 
-- i 


ek 


et nous la désignerons momentanément par Bz[g (@)]- Le changement de 


variable 
n—nx 


donne | 


BEI] fy. ale tn) gine) an] 
Faisons l'hypothèse complémentaire que l’un des deux ensembles | 
V,-1, ei a et Vos | 


soit entièrement contenu dans l’autre et que leur différence ne dépende 
que de x, ce que nous écrirons 


Ve-1, ) g — Vz-1 = W, (4) 
Il vient alors 


BE a [fn gtr) dn | & af (yf ET n°9 g re) dn 
= B [g (Ex)] + Jy a (f(n8)] g (n 2) dn 


= B [9 Ex] + Jy, An if lg M2) dn — B,[g Ex)] 


puisque f est moyenne-périodique par rapport a A. L’égalité obtenue 
prouve que l'opérateur B est un opérateur delta à gauche; d’après le 
théorème qui a été démontré dans le précédent paragraphe, si g est 
moyenne-périodique à droite, il en sera de même de 


h(x) = Be [g (®)] 


On voit en particulier que si f et g sont moyenne-périodiques par rap- 
port a A, le produit de composition 


bo) =x ) = A] fy. En) g (n) dn 


est aussi moyenne-périodique par rapport à À ; comme il en est évidem- 
ment de méme de la fonction 


pf (x) + qg (a) 


quelles que soient les constantes p et q, on voit qu’on peut regarder 
l’ensemble des fonctions moyenne-périodiques par rapport à A, comme 
constituant une anneau non commutatif. Tout ceci suppose que le choix 
d’une variété de satisfaisant à la condition (1) soit possible. 


| Prenons par exemple le cas où le groupe G est le groupe des transla- 
tions de l’espace à n dimensions ; ce groupe est abélien et on peut prendre 


space de erecta cet espace insane æ asile un: ht arbi- 
de l’espace ; nous emploierons la notation additive au lieu de 
ion multiplicative pour la composition des opérations du groupe, ‘at 
’agira d’addition vectorielle. Il n’y a plus lieu de distinguer ici les. 
opérateurs delta à droite des opérateurs delta à pauene: et un opérateur 
delta quelconque a pour expression | | eh 


AO —alf@+H) (AE Nes PI 


 ; a étant une fonctionnelle linéaire. Voici comment on peut. prendre la 
_ variété V,. Soit P une variété linéaire à n — 1 dimensions passant par 
l’origine. Désignons par (x) la variété paralléle à P menée par le point «. 
Vz sera la portion d’espace comprise entre a et (&) ; Ve, sera la portion 


| d’espace comprise entre P et(æ+E); Vz,.a * sera la «partion d’espace 


4 comprise entre (— æ) et (£) ; la différence entre va a * et Vz sera la por- 
‘tion d’espace comprise entre P et (— x) ; elle ne dépend que de x; 

1 Plus spécialement encore, si G est le groupe des translations de la droite, 

+ la variété P se réduira à l’origine, et Vz sera l'intervalle fermé [0 ; £]. 

4 ae 

4 6. — Restreignons-nous dorénavant à ce dernier cas, le plus simple de 

tous. Soit un opérateur delta de la forme (2) ; ona 


Bex gaa] (Fp @—e=n)ginan] 
nous poserons 

D : . æ—E “ile 

D fx gi (fXg*)—« d fe (wn) g(n) dn 


le changement de variable 
permet de constater la permutabilité 
[fx gl=I9 xf] 


Nous choisirons donc [f X g] comme produit de composition afin d’avoir 
une algèbre commutative. 
Les caractéres du groupe G sont les exponentielles Ba , l'indice À décri- 
vant le plan complexe ; supposons que la fonction caractéristique 


A (K) = 4 Es 
de l'opérateur A soit une fonction analytique de À dans une certaine 


région de ce plan et désignons par 
i 5 Ae 5 oes so 


n? 


SEE 


les zéros de cette fonction. Un calcul facile donne 


et | UE à (y pA 
La se ett] . eT AW 40) 

pour hp, et . 
[eM xd |= DA Q) AO] 


pour h=uw. Si donc er et ed” sont deux exponentielles moyenne-pério- 
diques différentes, on a 


et ces exponentielles peuvent étre regardées comme formant un systéme 
orthogonal ; on pourra donc appliquer l’algorithme de Fourier et faire 
correspondre à toute fonction moyenne-périodique f(x) un développe- 
ment en série d’exponentielles moyenne-périodiques : 


f(w)= ae + ae + +a, + (3) 
avec 
pelle pat 
EE À 
L'étude de la nature de la convergence ne peut se faire qu’en précisant 
la forme de l'opérateur A ; si par exemple cet opérateur est du type 


ATE]= J f@+E du ® 


l'intégrale étant étendue à un intervalle fini, on peut montrer (') que la 
série (3) converge et a pour somme 


x (@ +0) + f(@—0)] 


lorsque f (x) est une fonction moyenne-périodique à variation bornée ; 
dans d’autres cas il est possible de définir une convergence analogue à la 
convergence en moyenne. 

Une autre question se pose, celle de savoir si les exponentielles moyenne- 
périodiques forment un système complet dans l’espace des fonctions 
moyenne-périodiques par rapport à l'opérateur A; autrement dit, toute 
fonction moyenne-périodique est-elle une combinaison linéaire finie à 
coefficients constants d’exponentielles moyenne-périodiques, ou la limite, 


0) Voir à ce sujet : « Les fonctions moyenne-périodiques » ; Journal de mathéma- 
tiques pures et appliquées, t. 14 ; fase. 4. 
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M. V. THÉBAULT, Le Mans (France) 


Dans une Note parue dans les Proceedings of the London Mathematical Society (vol. 


xu, 1880, n° 173), sous le titre : On certain Tetraedra specially related to four spheres 
meeting in a Point, S. RoBERTS a étendu au tétraèdre un théorème, depuis longtemps 
classique, relatif à trois cercles passant par les sommets d’un triangle et se coupant deux — 


à deux sur les côtés. Cette proposition de Géométrie du Tétraédre, proposée par son 
auteur (Mathesis, 1881-95), a été résolue, par J. NEUBERG. Le théorème de S. ROBERTS 


a donné lieu depuis à d’intéressants développements (1). Après avoir considéré la figure 


corrélative plane, nous étendrons la question du géomètre anglais à un polyèdre de n 
sommets. 


1. — On connaît cette proposition de géométrie plane : st trots circon- 


férences (w,), (w,), (w,), passant par les sommets A,, A,. A, d'un triangle 
A, A, Ag, se coupent, deux à deux, aux points a,, a,, a, sur les côlés, ces 
circonférences passent par un même point P. 

Réciproquement, sz trois circonférences (w,), (w,), (w.), passant par un 
même point P, se coupent encore, deux à deux, aux points a,, ay, ag, il 
existe une infinité de triangles dont les côtés passent par a,, a,, a, et dont 
les sommets sont sur ces circonférences. 

Tous ces triangles sont semblables entre eux ; le plus grand d’entre eux 
a ses côtés perpendiculaires aux cordes Pa,, Pa,, Pa, ;le plus petit se 
réduit au point P et ses côtés sont dirigés suivant Pa,, Pa,, Pas. 

Soient A, A, A, les points diamétralement opposés aux sommets A,, 
Ay, À, sur les cercles (w,), (w,), (w,). Le triangle A’ A’ A‘ dérive du triangle 
A, A, A, par une homothétie de centre P et une rotation de 90° autour de 
B: si bien que les côtés AY A , A A : A À, du triangle A’ A’ A" sont per- 
pendiculaires 4 A, A,, A, A,, A, A, et coupent ces dernières droites en a. 


(1) WALKER, Proceedings of the London Mathematical Society, t. x11, n° 174. FRANZ 
Meyer, Archiv. der Math. und Physik, t. ut (1884), pp. 278-281 et 282-287. J. NEUBERG, 


id. t. mt (1884), p. 12. Mathesis, 1887-134. V. THÉBAULT, Annales de la iété scienti 
fique, 1922, p. 179 à 189. , Société scienti- 


» 


‘,, 44. Les triangles A’ A’ A’ et A, A, A, sont done directement semblables. _ 
Le rapport k de similitude est égala "arc 


k= PA’: PA, — PA! : PA, = PA‘: PA, —cot 8, I OS 


-- 6 étant langle, de même sens, sous lequel les draites Pa,, Pa,, Pa, oY 
_ coupent les côtés A, A,, À, A,, A, A, du triangle fondamental. 7 = 


_ N.B.— Le triangle w, w, w, est aussi directement semblable au triangle _ 
_ A, A, A,. Ces deux triangles dérivent l’un de l’autre par l’homothétie CP, aa 
: 2 sin 8) et une rotation de l’angle (90° — 8) autour de P. Il en résulte la | 
‘ relation 
4 
1 
: 

f, 


4 W, W, W, - A A’ al =4A, A, À. cos? 6, a 
a entre les aires des triangles A, A, A;, A‘ A A, W, W, Ws. 

- 2. — Les droites A, A,, A, A,, A, A,, qui joignent un point arbitraire A, 
_ du plan de la figure constituée par le triangle A, A, A, et les circonférences 
_ (w,), (w,), (w,) aux sommets A,, A,, A, de ce triangle, coupent les circon- 

férences (w,), (w,), (w,) aux points a, B, Y. 

En vertu du théorème précédent, appliqué au triangle A, A, A,, par 

exemple, le cercle circonscrit au triangle A, By et les cercles (w,), (w,), 

> concourent au point P commun aux trois cercles (w,), (w,), (w,). Par ana- 
logie, les cercles circonscrits aux triangles À, ya, À, aB concourent au 
point P. Or, comme les cercles circonscrits aux triangles A, By et A, ya 
sout aussi circonscrits au triangle A, +P, ces deux cercles A, By et A, ya 
coincident. Il en est de même des cercles A, Br et A, a8 ; de sorte que les 
cercles A, By, A, ve, A, aB coincident entre eux, déterminant un cercle (w,). 
Il en résulte le théorème suivant énoncé par MANNHEIM (’) : 

On donne un triangle A, A, A, et trois circonférences (w,), (W,), (Ws) 
passant par les sommets A,, Az, À, el se coupant deux à deux sur les cétés 
A, Ag, AsA,, AA, du triangle. Les droites A, A,, À, Ay, À, À, qui joignent 
un point arbitraire A, du plan A, A, A; aux sommets du triungle, coupent 
les circonférences (w,), (w,), (w.) en des points a, B, y situés sur une circon- 
férence (w,) passant par les points A, et P. 

_ En outre, si l’on observe que les droites A a, À, B, A. y, perpendiculaires 
à À, A,, A, A,, A, A, Se coupent au point A diamétralement opposé à 
A, sur le cercle (w,), on peut ajouter que les points a, B, ¥, Ay, A’, P sont 
situés sur le cercle (w,). 

Il est évident que les quadrangles A A’ A, A et A, A, A, A, dérivent l’un 


(1) Nouvelles Annales de Mathématiques. loc. cit. — Une démonstration, analytique, 
avec une généralisation de cette proposition ont été données, 1890-556. 
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Pre 


_ arbitraires A, ..., An, du plan du triangle A,A,A,, auxquels correspondent — 


de 
2, 


à 
awe 
® 
_ 


de havea ‘par Phomothétie (P, at 8) suivie | 
de P ; de sorte que ces quadrangles sont Dane semb 

le point correspondant de A, dans la similitude. Enfin les droites A 
A’ A, A A, mh A, A A‘, A À, sont perpendiculaires respectivement 


leurs PR A, hac i iki Ve NAA hg AMA ig yee! 
Ces développarnentst s'étendent, de DrAERÉ en ones a des He ¥ 


des cercles oe …, (Wn). Les droites (A;A,, AsA2, AsAs) rencontrent Jess 
cercles (w,), (w,), (an). (w,) en quatre points situés sur le cercle (w;) qui 
passe, en outre, par P et par le point A’ diamétralement opposé à À; SU 
sur (w.). Les droites An An-—1, --. , AnA;, An A,, An A3, An À, An À, coupent 
les cercles (Wn—1), ..- , (W;), Ge.) (w,), (w.), (w,) en x — 1 points sur le 
cercle (wn), lequel passe en P et au point A, diamétralement opposé à A. 
sur (Wp). 

Les polygones Ay... .A! À A! A A et An... A,;A,A,A, A, sont directement 
semblables et dérivent l’un de l’autre par à homothétie (P, cot 8) (*) suivie 
d’une rotation de 90° autour de P; si bien que A, correspond au point 
An dans cette similitude. 

En résumé, le théoréme suivant généralise celui de MANNHEIM : 

Les perpendiculaires aus: droites A,A,, AA, AgAg, .… , AnA,, AnAs, ---, 
AnAn—a, en leurs points d’intersection avec les cere es considérés (w,), 
(w,), (ws), (w,), (w.), … , (Waa), concourent en un point AY , et les points 
de rencontre des Hits el des rercles considérés sont situés. De un cercle 
(Wn), passant par P, décrit sur le segment rectiligne AnA, comme diamètre. 


N. B. — Quand le point An est situé à l'infini, dans une direction 
donnée A, les droites AnA,, AnA:,.… , An An_1 sont parallèles à A. Les 
points d’intersection de ces parallèles avec les cercles (w,), (w.), ..., (Wn—1) 
sont sur une droite passant par le point P commun aux (x — 1) cercles (wi). 

Le théorème suivant, de CATALAN, se trouve généralisé : 

Par les sommets A,, Ay, À, d'un triangle el par trois points a,, a, as, 
pris sur les côlés A, A,, A,A,, A, A, on fait passer trois circonférences 
A,a,a3, A,a,a,, A,a,a,, puis, par A,, A,, Ag, trois parallèles rencontrant ces 
circonférences en L,, L,, Ly. Les points L,, L,, L,, sont sur une même 
droile avec le point P commun aux trois circonférences (*). 


néant À à ened thie sam 


3. Considérons maintenant un tétraédre A, A, A, A,- Le théorème de 
S. ROBERTS s’énonce ainsi : 


(‘) On constate, en effet, que les droites, joignant P aux intersections des cercles 
(wW4), (Ws), … , (Wy) avec les droites AyAj, ..., An An—11 - An Ag, An Ag, À, Ay coupent 
ces dernières sous l’angle 0. 

(*) Mathesis, 1890, 264. 


A nn nan 0 


Mdr mm min ne -crém 


De ae 


Si quatre sphères (w,), (w,), (w,), (w,) passant par les sommets A,, A,, 


| A, A, dun télraèdre A,A,A,A,, se coupent trois à trois aux points a, as, as 


“REX a’, a, sur les ar êtes A,A3, AgA,, Aide, AA, A,A,, AA, ces sphères 
| passent par un même point P. 

 Réciproquement, si quatre née (w,), (w,), (ws), (w,), passant par 
“un ue point P, se coupent encore, trois par trois, aux points a,, a,, as, 


ala, a!, a, Le erate une infinité de tétraèdres dont les côtés passent par 

» à;, ae, as, de, a , a, et dont les sommets sont sur ces sphères. 

aes NEUBERG a donné de ce théorème et de sa réciproque une élégante 

. démonstration synthétique suivie d’une vérification analytique et de la 

_ généralisation suivante : (°) 

_ Si quatre quadriques, passant par une même conique et un sommet d’un 
- létraèdre, se coupent deux à deux sur l’arêle qui joint les sommets corres- 

4 . pondants, elles se coupent en un même point. 

- Ajoutons une remarque intéressante. Les plans des faces A,A,A,, AA A,, 

D'A,AA,, À AA, coupent les sphères (uw), (w), (ws), (w,), circonscrites aux 
| tétraédres A 1443, A,a TA my 4, a. A, a a, CA suivant des cercles [(A,), 
(M3), A], (Qu), (Hs), (Had), IO), (v2), (VI, [(&), (&), (€3)] qui concourent, 
. trois par trois, en des points P,, P,, P,, P,. Les points A’ : he, A, Le , diamétra- 

. lement opposés aux sommets A,, A,, rx A, sur les sphéres che 160% (ws), 

(w,), se projettent orthogonalement sur les plans A,A;A,, A,A,A,, A AA, 

_A,A,A,, aux points diamétralement opposés aux mêmes sommets sur les 
cercles (A,) (u,), (v,), (€,) correspondants. Puisque les triangles formés par 
ces derniers points de (À,), (u,), (v,), (e,) sur les plans des faces, ont leurs 
côtés perpendiculaires aux côtés homologues des triangles A,A,A, 


A,A,A,, A,A,A,, A,A,A,, il en résulte que les tétraédres AAA’ A’ € 
A,A,A,A, ont leurs arétes homologues orthogonales et que, de plus, les 
_ faces du tétraèdre AA A A se projettent orthogonalement sur les faces 
homologues du tétraèdre fondamental suivant des triangles orthogonale- 
~ ment semblables aux triangles A,A,A,, ASA,A,, A,A,A,, A A,A., et récipro- 
quement. 


a 


4. Soient (w,), (w,), (w;), (w,) les sphères circonscrites aux tétraédres 


A, 4,434, A, a, 430, A,a,@,4,, A 44, a, at; A, un point arbitraire de l’espace 
Les droites A.A,, A;A,, A;A;, A;A, percent respectivement les sphères 
Qu), (w,), (w.), (w,) aux points a, 8, y, 5. En vertu du théorème de 


S. Roperts, appliqué au tétraèdre A,A,A,A;, par exemple, la sphère cir- 


(1) Mathesis, loc. cit. — Une démonstration, au moyen des quaternions, a été donnée 
par WALKER, loc. cit. 


| sphères pag re (w;), (w). Or, comme es 


passant par les sommets a A,, Ag, A, et se coupant, trots à trois, sur les À 


tétraèdres A,aBy et A,aBd sont aussi circonscrites a 
deux sphéres A,aBy et A,aBd coincident. Il en est de mém ss ( 
et A,Byd; si bien que les sphères A,aBy, AsaBo, AB, Aor) ci 
entre elles et déterminent une sphère (w;). \ Wine À 
On a donc cette extension au tétraédre da. necadece! précité de À 
HuIM, en même temps qu'une généralisation du théorème de S. ROBER 
On donne un télraèdre A, À, À, A, el quatre sphères (w,), (uw), (w,), (uw 


arêtes. Les droites A,A,, AsAs, AsAg; " sA4g, qui joignent un point arbitraire 
A, de l’espace aux sommets du lélraèdre, percent les sphères (w),, (Wy), 
(w,), (w,) en des points a, B, v, d silués sur une même sphère (w;) passant 
par les points A, et P. 

De plus, si Pon observe que les plans perpendiculaires aux droites A;A;, 
A,A,, A,4,, AA, passent par le point A diamétralement opposé à À, sur 
Ja sphère (Wu), on peut ajouter que la sphère (w,) est décrile sur le segment © 
re liligne A, AC , joignant le point A, aVintersection A des plans considérés, 
comme diamètre 

Enfin, les deux polyèdres A’ A AA‘ A’ et À. A, A, A, A, possédent la 


2 +3) 54 
mème correspondance indiquée te les tétraêdres A A, AY A et A,A,A, à vs. : 


leurs aréles homologues sont orthogonales et les Priel Fri de pane faces 
homologues les unes sur les autres sont des triangles orthogonalement sem- 
blables. 

Plus généralement, si on considère des points arbitraires A,, ---, An de 
l’espace, auxquels correspondent des sphères (w,), +, (Wa) obtenues, de 
proche en proche, comme la sphère (w,), et que l’on joigne A, aux points 
As, Aq, A, Ae, Ay, ee, An aux points Ana, +, As, Ay, As, Ae, Aj, les droites 
obtenues percent les sphères (w,), +, (w,), (Wn_1), +, (w,) en des points 
pe ‘a Ps ae sphère (we), +, (wa), passant par les points Ag, A, et 

n, et 


En outre, les plans perpendiculaires aux droites A, As, «++, Ag Aj, = 


’ 


An An—a, +++, An A, à leurs intersections avec les sphères et +, (W),, °° 
(Wn—1), +, ue ), passent par les points A’, +, À ness AS we ne et con- ~ 
courent en A av: Dès lors, | 


Si par les acte ity A. A. 5A, +, A, _, on mène les plans perpendicu- 
laires aux droites A din ae, he (es As, Sabha: » An An—ia, ces plans con- 
courent au point diamétralement RTE à An sur a sphère (Wn) et les pains 
d'interseclions des droites AnA,, +, An Ana avec les sphères (w,), : 


(Wa) sont sur une même sphère, Be par P, décrite sur le ee. 
rectiligne An 2 comme diamètre. 


Ilya lieu d’ajouter que les droites qui joignent, deux à deux, de toutes 
les manières possibles, les sommets du polyèdre de n sommets A A° A ue, 
LA , Sont orthogonales à leurs homologues dans le polyèdre A, ‘Ay “i 
D: An, Les projections orthogonales des faces homologues 4 ces 
se les unes sur les autres jouissent de la propriété obtenue pour les 
tétraèdres A’ aka RR A et A, A, A, A, et les polyédres de cing sommets 
A A, A, ALAS a A. A, A, A, As. 


5. — Lorsque le point A, est situé à l’infini, dans une direction donnée, 
Wiles droites An An—1, «+, An Ay, An Az, Ax A, da sont parallèles et leurs 
| points de rencontres sue les sphères (Wn—1), ++, (Wy), (We), (w,), (w,) sont 
_ situés dans un même plan qui passe par le point P. 


- _Nous avons déjà signalé cette propriété pour les sphères (w,), (w.), 
* (uw), (w,), percées par des droites parallèles issues des sommets A,, Ag, 
A, À, du tétraédre A, A, A, À, (!), dont voici une démonstration directe 
quis end: de He en De au polyèdre A, A, À, À, «+ An. 
_ Soient a,, a,, a; les points où les sphères (w,), (w,), (w;) coupent les 
arêtes A,A., A3A,, A,A,, du tétraédre. Les sphères considérées ont deux 
points communs : le point commun aux cercles À,a,a;, A,@,d3, Aja,a, et 
le point P commun aux quatre sphères. 
> Soient a,, a,, a, les intersections} des sphères (w,), (w,), (w;) avec les 
droites parallèles menées par A,, A,, Aj. Il suffit de démontrer que 
_a,, %, a, P sont dans un même plan. Or, dans le plan A,a,a,A,, puisque 
A,a, et A,a, sont parallèles, la droite a,a, coupe les cercles A,a,a, et A,a,, 
en un point a, commun à ces deux cercles, c’est-à-dire aux sphères (w,) 
et (w,). De même, à 9a, coupe les sphéres oy et (w.) en un même point 
is aa, les sphères (w.) et (w,) en a, . Donc le plan a, a,c, ou les sphéres 


TASS He 


(a), ip): (w,) respectivement Siren les cercles a, ar, mi > Ay A, À » 


aL, a, la!" qui passent par un même point, commun aux ne (w,), (We), 
(w,), c’est-à-dire par le point P. Le point P est donc dans le plan a,@,0.. 


N. B. — Si les points a,, a, a3, a. ae a, ou les sphères (w,), (W.), 
(w,), (w,) se coupent, trois à trois, sur les arêtes du tétraédre A,A,A,A,, 
sont situés dans un même plan (Q), les hauteurs Aus D K, » Aas, ry K, des 
tétraédres (T,)=A,a,050, (T,) = A,a,a, at, (T;)=A,a, CAL (T)=A RAA 
perpendiculaires au plan (Q), sont parallelee: En vertu du théoréme pré- 
cédent, les points B,, B,, B,, B,, où les hauteurs A,K,, A,K,, ASK, A4 K, 
des tétraèdres (T,), (T,). (T;), (T,) percent les sphères curconscriles à ces 
télraèdres, sont situés dans un même plan qui passe au point P commun 
aux quatre sphères. 


(!) Intermédiaire des Mathématiciens. 1920 107. 


ps 


1 ; el 
même ni AU D SRE 
en effet, que le point P est dans 


!, a, sont coplanaires (1). 
| Deuxième Section 


Physique et Chimie 


SUR LA RADIOACTIVATION DE L'ARGENT PAR LES NEUTRONS 
: , Note de G. GUEBEN. 


Si on considère l’ensemble des phénomènes de radioactivation artifi- 
cielle par les neutrons, on constate que trois types de réactions nucléaires 
peuvent se produire. Par exemple, dans le cas de l’aluminium, on peut 


avoir : 
a) “AI + n = Na + He Na : pér. 19 à 15 h. 
b) “AI + n = Mg + H “Mg: pér. 10 min. 
c) A+ n = "Al “Al : pér. 137 sec. 


Ainsi il peut y avoir simple capture du neutron (cas c), ou capture du | 
neutron suivie de l'émission d’un proton (cas b), ou capture du neutron 
suivie de l'émission d’une particule @ (cas a). | 1 

L'apparition de l’une ou l’autre réaction peut être influencée par les 
conditions expérimentales, Ainsi dans le cas de l'aluminium et en général 
des éléments légers, la réaction par simple capture est fortement intensi- 
fiée si on interpose entre la source et Paluminium un milieu hydrogéné, 
en d'autres termes, si on ralentit les neutrons incidents. 

Il semble que l'apparition des deux premières réactions soit due à l’ac- 


— 


(') Annales de la Société scientifique, 1922, 181. 
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tion de neutrons plus rapides, de plus grande énergie, au moins pour la ~ 
première partie du système périodique. Au delà d’un certain nombre 
atomique, on ne voit plus que rarement apparaître les deux premières 


= réactions; les phénomènes de radioactivation se font presque uniquement | 


suivant la troisiéme réaction. 
Un examen détaillé des résultats fait cependant apparaître certaines 


anomalies. Ainsi, par exemple, dans le cas du silicium on a mis en évi- 
- dence les reactions 


or cs an al Si: pér. 145 min. 
14 0 14 14 


ms, rca 1 28 7 28 Hicks : 
we “= = Al + iH ih! : pér. 137 sec. 


Pourquoi n’aurait-on pas aussi 


ee 209i tit 41 27 4 
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~ d'autant plus que i Mg est un radioélément connu‘de période 40 min., 
mais qui n’a pas été observé jusqu’à présent comme résultat de l’irradia- 
tion du silicium ? 
Dans le cas de l’argent on trouve deux radioéléments qui seraient tous 
deux des isotopes de l’argent résultant de la capture des neutrons par des 
isotopes différents suivant l’équation 


x = yard 
548 LL in on ahs 


Le premier aurait une période courte : 22 sec. (Amaldi et coll. ; Alicha- 
now ; Gaertner ;.....) ou 26 sec. (Livingston, Henderson et Lawrence). Le 
second a une période plus longue : 2,3 min. (Amaldi et coll. ; Hevesy et 
Levi ;.....) ou 154 sec. (Livingston et coll.). 

Seuls Bjerge et Westcott (!) ont signalé une période de 40 sec. assez 
différente des précédentes. 

D’autre part, en écrivant les réactions qui se produiraient si la capture 
était suivie d’une émission à ou d’un proton, on trouve 


x Leh es L 
hs 4 Ag ME wed ef /H 
“ag + n—=* "Rh + He 


Or, on connait un radiorhodium de période 44 sec. obtenu par irradia- 
tion du rhodium et au moins un radiopalladium, puisque lirradiation du 
palladium donne naissance à 4 radioéléments non encore identifiés. 

Il était permis de se demander si |’élément de période 40 sec. trouvé 
par Bjerge et Westcott n’était pas ce radiorhodium: 

Nous nous sommes attaché à examiner de près cette possibilité et en 


(1) Bierce et Westcott, Nature, 134 (1934), 177. 
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Mc Lennan, Grimmett et Read (*), méthode qui permet de réduire au 


-radioélément est prépondérant, mais les courbes expérimentales montrent 


| ra it : bu sr in 
même temps à rechercher l'apparition éver SY ERCHOAS 
dans Virradiation du silicium. 4a seenieeR Oe ad out 


Dans ce but, nous avons irradié avec une source de neutrons (Ra - 
une lame d’argent, en faisant varier les conditions expérimentales : 
d'irradiation variant de 10 sec. à 2 min., une fois sans interposition 
autre avec interposition de 4 cm de paraffine. Dans une première note(), 
nous avons donné les premiers résultats qui ont encore été confirmés 
par la suite. - L ty 

Après Virradiation, la feuille d’argent est amenée au contact d'un 
compteur Geiger-Mueller et on observe la varialion dans le temps de l’ac- 
tivité de la feuille. Les résultats sont examinés en suivant la méthode de 


minimum l'erreur due aux fluctuations. ~ ; | 

On trouve ainsi, quand on irradie sans interposition de paraffine, une 
période de 46 + 4 sec. ; avec interposition de paraffine, une période de 
31 + 3sec _ | 

Déjà pour une irradiation d’une demi-minute, on doit tenir compte du 
radioélément de période 2,5 min. formé pendant ce temps, radioélément 
dont l'importance relative est plus grande dans le cas de l’irradiation avec 
interposition de paraffine. 

Pour une longue irradiation de 15 min. (avec et sans paraffine), ce 


que, outre ce radioélément, il existe un élément à vie plus courte de 
période 30 sec. quand on interpose de la paraffine, de période 50 sec. 
quand on ne ralentit pas les neutrons par la paraffine. 

Ces résultats montrent nettement la possibilité de formation de deux 
radioéléments différents, suivant les conditions d'irradiation, et lappari- : 
tion probable du radiorhodium. Celui-ci n’apparaîtrait qu'avec les neu- 
trons rapides, alors que le radioargent de période 30 sec. serait produit 
avec les neutrons lents et que le radioargent de période 2,5 min. serait le 
résultat de l’action des deux types de neutrons, mais apparaîtrait avec une 
intensité accrue avec les neutrons lents. Jusqu'à présent on n’a pas réussi 
à mettre en évidence la possibilité de formation du radiopalladium. 

Dans le cas du silicium, nous avons irradié, en faisant varier les con- 
ditions, du silicium métalloidique. De nombreuses irradiations n’ont pas 
permis jusqu’a présent de mettre en évidence une période de 10 min. Les 
essais sont continués, 

GEORGES GUÉBEN. 


1 , Char éd Le ‘> SAS ch 
98 janvier 1937. argé de cours à V Université de Liége. 


( G GuEBEN, Nature, 138 (1936), 1095. 
(?) Mc LENNAN, GRIMMETT et READ, Nature, 135 (1935), 505. 
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§ 1. — Données expérimentales. 


FL ; HSiBr, a été préparé par l’abbé R. Goovaerts et J. M. Doc qui 
‘en ont étudié le spectre de diffusion (1). La substance n’étant pas assez 
pure et contenant encore des traces de SiBr,, révélées par le spectre Raman, — 
nous l’avons soumise à de nouvelles distillations fractionnées et purifiée 
_ de la sorte. 

_ Au moyen de l’appareil de diffraction électronique décrit par de 

_ Laszlo (2), nous avons pris douze photographies utilisant deux longueurs 
= donde différentes, à savoir À = 0.05412 À et À = 0.06419 A. 

Les diamètres des anneaux de diffraction ont été mesurés trois fois sur 
chaque plaque et par trois personnes différentes afin d’éviter l’erreur per- 
‘sonnelle, autant que possible ; nous avons utilisé pour cette mesure la 
- méthode visuelle ordinaire (3). Les intensités des différents anneaux ont 
$ été estimés avec le plus grand soin. Dans la table 1 nous donnons la 
4 moyenne de ces différentes mesures. 


2 TABLE I. 
7 
Numéro du maximum Intensité visuelle Sy observé 
FA EE ARR PRIOR RER RE ER RE SOS CRE ES EEE 
1 16 2.184 
2 18 3.845 
3 rh 5.646 
4 2 7.262 
5 2,5 9.156 


Sy = He EL (0 est l’angle de diffraction). 


() Aspirant du F. N. R. 8. 
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: Pour interpréter nos résultats nou: 

= rentes. La première a été développée 
= donne directement et sans tâtonnement 
plus marquantes. Elle utilise comme point 
._  “rentale: 
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fiein sl 2 
Di) = =f, rs He 
où D(l) représente la fonction de distribution radiale de Pi REA 
diffraction, / la distance interatomique et J, l'intensité de l'anneau KR 
estimée visuellement et intégrée sur toute la circonférence. PER 
eet : Le graphique (fig. 1) de la fonction D (J), calculé pour HSiBr,, présente 
D. deux maxima de distribution radiale, un pour /—2.19 A et un pour 
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Fig. 1. 


1=—3.63 À. Ces maxima doivent être attribués aux distances interato- 
miques les plus actives en diffraction électronique, soit respectivement 
Si — Br et Br — Br. Cette méthode de calcul, qui a par ailleurs l'avantage 
d’être très simple, donne parfois des valeurs imprécises par suite de la 
difficulté d’estimer les intensités. Nous avons toutefois pu observer que : 
le maximum le plus marqué pour Br-Br est pratiquement insensible aux 
variations d'intensité des différents anneaux. Il en était de même pour le 
maximum à 3.39A, attribué à la distance CI—C] dans HSiCI, (5), ainsi que 


pour le maximum situé a 2.98 A, quiest la moyenne des deux distances — 
— Cl—Cl = 2.95 A et Br —Cl=3.00A dans BrCCl, (6). 


es 
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_ Par contre, le petit maximum situé vers 2.19 A se déplace de 2.15 À à 
. 2.95 À pour des variations admissibles d’intensité visuelle des anneaux. 
Le calcul théorique habituel nous donne le moyen de contrôler ces 
_ Premiers résultats obtenus par la méthode de la distribution radiale. Il a 
comme point de départ la formule 


sin +;; 


4 I=EEY, re (2) 

P ‘ ij a 
qui donne l'intensité de diffraction J en fonction de ’argument : : 7 
"4 - , ke 
‘ l;; sin 0/2 “6e 


= (3) 


. qui dépend lui-même de la distance entre les atomes à et 30); vw, repré- 
» sente le facteur atomique pour l'atome 7; on l’obtient numériquement, si 
l’on connaît le facteur atomique f, pour les rayons X, par l'expression 


dr 2; — fi 
fee ELLE) (4) 


» ou Z; est le nombre atomique de l’atome 7. Les facteurs f, ont été calculés 
_ et tabulés par R. W. James et G. W. Brindley (8). 
La formule (2) peut étre scindée en deux parties : 


sin &;; 


DE Pras eo en 
i 1), AN 


\ a 


tAj. (9) 


1] 

La première partie est l'intensité de diffraction due aux atomes indivi- 
duels : c’est l'intensité de diffraction atomique et elle donne un fond con- 
tinu. La seconde qui est la diffraction moléculaire, dépend des distances 
interatomiques : elle est pour nous la seule partie intéressante puisqu'elle 
donne les anneaux de diffraction. | : 

D’après une étude de Pauling et Brockway (4), il est démontre que Pin- 
tensité visuelle apparente correspond au rapport des intensités molécu- 
laires et alomiques. 
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ON . . 6 A 
Nous appliquons la formule (6) de la manière suivante : ci ee 
modèle moléculaire préconçu, nous calculons la courbe qui donne In se 
sité apparente en fonction de z,, ; si Jes maxima obtenus théoriquem 


gute vaFiatiol de 5% 
_ notables pour es agree ma Mois av 


~ à partir du moment d'inertie moyen de la 1 


gr cm?) en utilisant la formule : b= : = (m= = 


masse de H). Nous avons trouvé : Si-H— 1. 40 À. - | 

Dans le schéma I nous avons présupposé les didkannetie ntèrsast m 
suivantes : BR—Br=3.63A, Br—Si=2.19A, Si-H=1.40A; H—Br = pa 
(la dernière distance est calculée à partir des trois premières, d ’après un | 
modèle tétraédrique de la molécule). On peut se rendre compte de Pexac- 
titude des nee l;; choisies d’après la table Ii et la figure 2. CL] 


TABLE II 


Maxima d'intensité de diffraction électronique 


: : . S;, calculés “a 
2 Sy exper imentaux . 
. Il | ul IV 
| 0.174 0.176 0.177 0.174 0.169 
0.306 0.304 0.303 0.304 0.296 
0.449 0.455 0.455 0.458 0.445 
0.578 0.577 0.575 0.574. . 0.564 
0.729 0.726 0.723 0.730 0.714 


Jntensilé 


schémas dans lesquels nous avons changé cette distance : tels sont le 


_schémall:Br—Br=3.63À, Br—Si=2.25 À, H—Si =1.40A, H—Br =3.01A 
- et le schéma III : Br — Br = 3.63 A, Br —Si= 2.15 A, eta = 1.40 A, 
. H— Br = 2.79 À. La table Il nous montre que la nées ordinaire de 


calcul ne nous donne pas une certitude plus grande pour la distance 


Si — Br que la méthode de distribution radiale. Nous proposons la dis- 
tance 2.19 À parce que les résultats oblenus d’après le schéma I se rap- 
prochent un peu plus des valeurs expérimentales que ceux obtenus par 
les deux autres. 

Il en est autrement pour la distance Br— Br. Le schéma IV a été calculé 


en supposant les distances interatomiques suivantes : Br — Br= 3.79 À, 
Br —Si =219À, H —Si = 1.40A, H — Br = 2.74À. La discordance en- 


tre les maxima calculés et expérimentaux est assez grande pour pouvoir 
conclure que ce schéma est à rejeter et que la distance Br — Br = 3.63 À 
est connue avec une exactitude suffisante. 


§ 3. — Résumé et conclusions. 


- La méthode de distribution radiale nous permet de calculer avec exac- 
titude la distance interatomique principale Br — Br = 3.68 A; le maxi- 
mum principal révélé par la fonction D(/) pour cette distance est insen- 
sible à l’effet des intensités et la méthode de calcul ordinaire montre qu’on 
ne peut s’en écarter sous peine d’arriver à des incompatibilités avec l’ex- 
périence. 

La distance Si — Br = 2.19 + 0.05 À est donnée par les deux méthodes 
avec une précision beaucoup moindre ; seulement elle permet de dire 
avec certitude que l’atome Si ne se trouve pas dans le plan des atomes Br; 
le groupe SiBr, forme dans la molécule HSiBr, un tétraèdre régulier : 
l'angle BrSiBr — 110° 425. 

Nous exprimons notre reconnaissance au Fonds National de la Re- 
cherche Scientifique qui, en accordant un subside à deux d’entre nous et 
un mandat d'aspirant au troisième, a permis la réalisation de ce travail. 

Nous remercions aussi le Professeur Victor Henri etM Degard, qui nous 
ont fort aimablement fait bénéficier de leur expérience par la modification 
de certains détails d’appareillage. 


| “d ‘Brant donné que la méthode de distribution radiale nous laissait un cer- 
tain doute concernant la distance Si—Br, nous avons imaginé deux autres — 


ay sw 
(LE à Debye DES a ae p. 809 (4915) ; 
= Mort, Proc. Roy. Soc. London, A, 127, p. 658 ( LE 
8) R. W. James et G. W. BRINDLEY. Zeits. f. aie 78, p.370 (18). 
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ag _Inrropuction. Le présent travail est la suite d’un travail des mêmes 
' 


E - auteurs (’) consacré au calcul des fréquences fondamentales de vibration 
des molécules C,H,, C,D, et des trois isomères cis, trans et asymétrique 
à … C,H,D,. Il a pour objet le all effectif des modes fondamentaux ou figures 
… de vibration. Comme précédemment, il ne s’agit que des vibrations dans 
_ le plan de la molécule. Pour toutes les généralités relatives au problème, 
nous renvoyons au travail cité, en particulier aux fig. 1 et 3 définissant 
. les dimensions des molécules au repos et au tableau III et à la fig. 4 don- 
= nant les fréquences fondamentales. 

_ Rappelons néanmoins qu’il y a lieu de distinguer les symétries et anti- 
_ symétries suivantes pour les modes de vibration : 


5S (S,S,) 4A (A,A,) par rapport au centre, pour la molécule trans. 

; bn, (S;,A,) 40, (S,A,) par rapport à l’axe CC pour la molécule asym. 

om, (S,A,) 40,(S,A,) par rapport à l’axe de symétrie perpendiculaire 
pour la molécule czs. 


Les molécules C,D, et C,H, jouissent d’une plus haute symétrie, don- 
_ nant lieu aux modes de symétries suivants 


38), Tos Ty 2A,, Tu Py 2A,, G,, tT, 28,, On, 0, 


Partout, les chiffres rappellent le nombre de modes faisant partie de la 
famille de symétrie donnée.Enfin,les mentions entre parenthèses indiquent 
“comment les modes des molécules isoméres C,H,D, sont composés par 
« couplage » des modes de symétrie plus élevée de 6 molécule C,X,. 
Le calcul des figures de vibration n’offre aucune difficulté : il se fait 
séparément pour chaque classe de symétrie de mouvements. On part des 
équations de Lagrange (loc. cit., p. 364) dans lesquelles on substitue la 


() Ann. Soc. Scient. de Bruxelles. B. 56, 349-372 (1936), désigné loc. cit. 
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valeur numérique connue de la fréquence de la vibration dont on recherche 
la figure. Un a ainsi un système linéaire et homogène, à six inconnues 


dans le cas des molécules isomères, à troïs inconnues dans le cas de C,X,, 


oti les inconnues sont les coordonnées symétriques relatives au mode 


étudié. Ge système s’abaisse de une ou deux unités si l’on élimine les 
rotations et translations. Le système étant homogène, il ya toujours une 
équation de trop; la compatibilité du système constitue une excellente 
vérification numérique du calcul de la fréquence fondamentale. Des coor- 
données symétriques obtenues, on remonte immédiatement aux coordon- 
nées cartésiennes des élongations des atomes de la molécule en vibration. 
On a ainsi calculé la figure de vibration correspondant à un mode de 
fréquence choisi, mais l’échelle de la figure reste arbitraire. | 
Cette échelle peut être fixée par la convention suivante : on considère 
la. vibration du système comme un mouvement classique synchrone d’os- 
cillation de chacun de ses points. L’énergie hv, du mode de vibration de 


“fréquence v, est égalée à |’énergie potentielle du système dans la position 


d’élongation maximum. 

Ce sont les élongations maximum ainsi obtenues qui sont indiquées par 
les chiffres inscrits sur les figures ; ces chiffres sont tous à multiplier par 
le facteur 10° cm. Dans tous les dessins, l’élongation de l’atome H a été 
représentée par la même longueur, quelle que soit sa valeur absolue ; les 
diverses figures ne représentent donc pas les élongations à une échelle 
constante par rapport aux dimensions (') de la molécule, mais les dessins 
donnent bien en grandeur et orientation les valeurs relatives des élonga- 
tions des divers atomes. 

On n’a dessiné selon le cas qu’un quart ou la moitié seulement de la 
figure de vibration. On complétera sans difficulté le dessin en tenant 


compte du caractère de symétrie qui apparaît toujours clairement. (Com- 
parer loc. cit., fig. 2) (°). 


Discussion. Nous renvoyons à ce qui a déjà été dit loc. cit. ; les figures 
de vibration calculées ici en sont une meilleure illustration (?). Nous nous 
bornons a quelques précisions supplémentaires. 


1. Nous avons déjà remarqué (loc. cit., p. 367) que certaines « hautes 
fréquences » des isomères : cis (V,), Vs ; Lrans Vs, V3} ASYM Vz, Ve, Vs, SONt 
trés approximativement les moyennes arithmétiques des deux fréquences 
de CH, ou C,D, qui les encadrent (voir loc. cit., fig. 4). Dans ces cas, on 
obtient aussi très approximativement les figures de vibration correspon- 


() Rappelons que l’on a adopté pour ces dimensions : = 
: ns. CH==4,04 x 4 
CC == 1,37 x 10 $ cm. a 
qe Bas P- 368 : ajouter le cas de la fréquence v; à celui des fréquences v, et vy. 
(*) Corriger fig. 4, trans S, v, = 1240 em, en multipliant toutes les amplitudes par 
e facteur 1,47. Sur toutes les figures, les fréquences sont données en cm1. 
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Fig. 5. 


déré. Dans le cas de cis v,, par exemple, éncadré par les deux hautes 
fréquences v, et v, de C,H,, on trouve que deux atomes d’hydrogéne H 
symétriques par rapport à l'axe y, deviennent quasi immobiles dans la 
figure résultant de la superposition. Remplacer ceux-ci par deux atomes 


: } . 5 Met = < Le 
lourds D ne changera donc presque rien au mouvement : nee 
obtenu par synthèse le mouvement cis v,. Une constatation analogue pe 
étre faite dans les autres cas cités. te nt [ER 

Pour les modes asym v,, cis et trans v, et v., la remarque qui vient 
d’être faite ne s'applique qu’avec une approximation beaucoup plus gros- 
sière : ceci correspond parfaitement au fait que les fréquences correspon- + 
dantes s’écartent aussi de la moyenne arithmétique des deux fréquences 
de C,X,, qui les encadrent d’ailleurs beaucoup moins étroitement. 


9. On a déjà attiré attention (loc. cit., p. 368) sur la similitude des 
spectres de vibration des isomères cis et trans. La même analogie existe 
pour les figures de vibration. Elle a son origine dans le fait que, pour ces 
deux isomères, les deux radicaux HCD sont, à une haute approximation, 
autonomes dans la molécule C,H,D,, et n’agissent l’un sur l’autre que par 
leur couplage avec la liaison CG, les couplages directs entre les deux radi- 
caux étant très faibles. (Voir Loc. cit., les valeurs (10) des coefficients de 
couplage, p. 361). | 

Dans les mouvements A trans et © cis, les deux atomes de carbone effec- 
tuent des déplacements parallèles et la liaison CG ne travaille pas. Les 
fréquences v,, Vv, et v, représentent donc, si l’on ignore les faibles cou- 
plages des deux radicaux entre eux, les fréquences propres du radical 
HCD. On a (loc. cit., tableau II) : 


ccis v,= 3031 v,=2999  v, — 19954. 
A trans v, = 3053 Vp == 2353, 4a = 0 
HCD v,=3042 v,= 99312 v_.= 1301,9 


L’écart entre les fréquences correspondantes cis et trans mesure lim- 


‘portance des couplages négligés ici. On a choisi la moyenne pour les | 


fréquences propres du radical HCD en désignant par un indice l'atome _ 
dont le mouvement est le plus important pour le mode considéré : vue “ 
est une oscillation de € déformation » de l’angle HCD, tandis que les deux 
autres sont des oscillations de « valence », d’ailleurs dissymétriques. 

Les oscillations S trans et m cis peuvent être considérées comme des 
oscillations propres des radicaux HCD couplés entre eux par l’intermé- 
diaire de la liaison CC. Il s’ensuit que les fréquences du système couplé 
s’écarteront des fréquences des oscillateurs non couplés. On peutreprendre — 
ici des considérations analogues à celles qui ont été développées Loc. cit., 

p. 369-370, et dire qu’il ya surtout couplage entre l’oscillation CC et D —(CH) 
pour les isomères cis et trans. Ces relations sont représentées graphique- 
ment sur la fig. (6), où l’on représente seulement les fréquences trans. 


Sur la même figure, on a représenté les relations déjà discutées dans le 
cas des molécules C,H, et G,D,. 


4 Des mouvements v, trans. et Vo cis sont analogues ; il en est de même 
pour v, cis et v, trans. Les premiers consistent surtout en une rotation — 
. de même sens pour les deux radicaux HCD, autour des atomes de carbone 
comme centres, compensée par une rotation de sens inverse de ceux-ci À 
- autour du centre de la molécule. Les deux derniers consistent surtout en sa 
- deux rotations de sens opposés pour les radicaux HCD, les atomes de car- 

bone restant presque au repos. Dans le cas v, trans, le couplage des radi- 
4 caux par la liaison CC se fait sentir, tandis qu’il est inappréciable pour 


a en, cis et rigoureusement nul pour v, ces et trans (comparer figures). 
i - 


~Wa 


| 


_ 3. Le spectre de la molécule asymétrique H,CCD, est fort différent de eS 
af “ceux des molécules cis et trans, car les deux Fret couplés par la liaison gk 
t : a 
. ch, Vss 1844 | ¥, 31621 Vas3otg 7 . F 
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Fig. 6. 


ne sont plus identiques. La différence de masse entre CH, et CD, a pour 
effet de faire intervenir dans tous les cas un mouvement des atomes de 
. carbone. Les modes x asym peuvent être considérés comme dus au cou- 
plage des vibrations symétriques des radicaux CH, et CD, par l’intermé- 
diaire du vibrateur CU, comme on le voit sur la fig. (6). 


Conczusion. Dans ce travail et celui doc. cit., auquel il fait suite, on a 
essayé de considérer de façon approfondie, le mouvement d’une série 
simple de molécules. De la discussion des résultats, il se dégage Ja conclu- 
sion que l’on peut, avec une très grande approximation, considérer les 


— 


mouvements d’ensemble de la molécule comme des mouvements internes 
des radicaux, ou des mouvements d’ensemble de ceux-ci, couplés ou non, 
selon le cas, par la liaison élastique CC. 

On a aussi pu relier étroitement le spectre des fréquences de vibration | 
avec la forme du mouvement et trouver des relations entre les spectres | 
des molécules fondamentales C,X, et ceux des isoméres G,H,D,. Ces résul- 
tats, dont une partie peut s'étendre à d’autres cas, doivent permettre une 
simplification des recherches ultérieures, en particulier en ce qui con- 
cerne la prédétermination des spectres des substitués et de leurs figures 


de vibration. 
Institut de Physique de l'Université. 


Louvain, Février 1937. 


Note ajoutée à la correction. Si l’on choisit comme fréquences propres 
antisymétriques des radicaux CH, et CD, les moyennes (pour éliminer la 
faible influence des couplages) des fréquences v, et vs, soit les valeurs 
2316 et 3107 cm—', on constate que les trois fréquences propres obtenues 
plus haut pour le radical HCD sont chacune encadrées entre les fréquences 
correspondantes des radicaux CH, et CD,, conformément à la règle empi- 
rique donnée loc. cit. p. 367. 


v,CD, 1072 v,CD, 2153 v,CH, 9988 
CDH 1302 CHD 2931 CHD- 3042 
CH, 1444 vsCD, 2316 v.sCD, 3090 
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L Lorsqu’on plonge un corps poreux, par exemple une bande de papier 
- à filtrer, dans une solution colorée, on. constate souvent : 4° l'ascension 
. du solvant avec une vitesse très voisine de celle que donnerait l’ascen- 
sion du solvant pur sous les mêmes conditions; 2° l'ascension de la 
_ substance colorée dissoute. On observe des apparences analogues avec les 
solutions colloïdales des colloides hydrophobes, l'ascension du liquide 
_intermicellaire se distinguant souvent d’une manière très nette de celle 
- des granules. | 
Le phénomène, étudié en 1861 par Schoenbein sur des solutions de 
matières colorantes, a fait par la suite l’objet de nombreuses recherches 
. de Goppelsroeder, Mile Sahibom, Pelet-Jolivet, Platz, Kopaczewski, Las- 
_ seur, Dupaix-Lasseur et Marchal, etc. 
Nous avons nous-même repris l’étude d’ensemble du phénomène en 
portant principalement notre attention sur les meilleures conditions à 
_ réaliser pour que les mesures soient toujours comparables. Nous avons 
montré notamment qu’il convenait d'opérer avec des bandes de papier à 
filtrer exempt de cendres, dans une atmosphère constamment saturée de 
vapeur d'eau, le papier ayant été, préalablement aux mesures, main- 
tenu dans une telle atmosphère de manière à fixer par adsorption le 
poids maximum de vapeur d’eau. Nous avons pu ainsi apporter un certain 
nombre de précisions concernant les lois du mouvement du liquide inter- 
micellaire et des granules en fonction du temps, l’influence qu’exerce sur 
ce mouvement la constitution des hydrosols et des solutions colorantes, 
la relation entre l’ascension des granules ou des ions colorés et leur 
adsorption dans le support à travers lequel se produit l’ascension (°). 


() Voir notamment A. Bouraric, Bulletin de la Société de chimie biologique, t. 11, 
p. 1522, 1935 et t. 18, p. 1147, 1936 ; C. R. de l'Académie des Sciences (Paris), t. 197, 


p. 1218, 1933 et t. 198, p. 651 ; 1934. DE 
On doit de nombreuses recherches sur le même sujet à Kopaczewski, qui a notamment 
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Dans le présent travail, nous nous proposons d'envisager le méca 
du phénomène par lequel les granules d’un hydrosol ou les ions colorés 
d’une solution de matière colorante sont susceptibles de cheminer à tra 
vers un corps poreux, mécanisme qui, à notre connaissance, n’a jamais été 


envisagé jusqu'ici d’une façon systématique. 


| Hypothése sur le mécanisme de l'ascension des granules 
ay 4 ou des ions colorés. 


Parmi Les causes que l’on pourrait invoquer pour interpréter la péné- 


tration des granules ou des ions colorés à travers un corps poreux, figure 
tout d’abord la diffusion de ces granules ou de ces ions à travers l’eau 
imbibant le corps poreux. À la vérité, quand on songe à la lenteur avec 
laquelle se produit la diffusion libre des substances colloïdales, on est 
amené à penser que le mécanisme envisagé ne saurait suffire à rendre 
compte de la rapide pénétration de certains colloides et de certaines 
matières colorantes pour lesquels le mouvement des granules ou des ions 
suit de très près celui du liquide intermicellaire. 

Nous avons recherché l'influence possible d’une diffusion libre des gra- 


nules à travers le liquide imprégnant les bandes de papier à filtrer, en . 


nous plaçant dans des conditions expérimentales destinées à supprimer 
tout courant ascendant du liquide intermicellaire dû à limbibition du 
papier. Dans des bandes de papier préalablement imprégnées d’eau et 
maintenues humides à leur partie supérieure, soit en fixant cette partie 
supérieure entre quelques épaisseurs de papier buvard humecté d’eau, soit 
en la plongeant dans une petite cuve contenant de l’eau (ce qui a pour effet 
d’établir un courant descendant d’eau à travers la bande), on n’observe 
plus la moindre ascension des granules, qu’il s’agisse d’un colloide néga- 
tif ou d’un colloïde positif. On peut en conclure que le mouvement d’as- 
cension des granules ne saurait s’expliquer par une diffusion de ces gra- 
nules s’effectuant librement à travers le liquide qui imprégne le corps 
poreux. 

Il reste donc à envisager comme cause possible du mouvement des 
granules leur entrainement mécanique par le courant auquel donne lieu 


insisté sur la nécessité d’employer dans toutes ces expériences des matiéres colorantes 
Solgneusement purifiées et prises sous de faibles concentrations. quia déterminé direc- 
tement la charge électrique des granules par électrophorése, et tenu compte de la visco- 
sité et de la tension superficielle des solutions et dont les résultats dans ve domaine font 
nus On HUE un exposé de ses travaux dans Traité de® Biocolloïdologie, Gau- 
eo Paris 1933, t. 3, fasc. 1, p. 156 et suivantes. Voir également C. R. de 
| Academie des Sciences (Paris), t. 180, p. 1529, 1925. Revue Générale des Matières colo- 


rantes, 1925, 29, p. 34; 1926, 30, p. 34 i 345 ; 
OO is ee » p. 34. Protoplasma, 1928, 5, p. 345 ; 1998, 5, p. 44 et 


ee 
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Pimbibition du corps poreux. Lorsqu’on plonge.un corps poreux dans un 
liquide pur, de l’eau par exemple, on constate que le liquide pénètre à 


travers le corps poreux. C’est le phénomène de Pimbibition. Si on utilise 
comme corps poreux une bande de papier buvard ou. d’un tissu quelcon- 
que disposée verticalement, on voit le liquide s'élever dans la bande. 
Lorsqu'on plonge une telle bande dans une solution, la pénétration du 
solvant dans la bande détermine la production d’un courant d’imbibition 
qui entraine à travers les pores les substances dissoutes moléculairement 
ou à l’état de dispersion micellaire. Si ces substances ne se fixent pas sur 
la matière du corps poreux, elles accompagneront le liquide dans son 
mouvement. Si, au contraire, elles se fixent d’une manière sélective sur 
la matière du corps poreux, leur pénétration à travers celui-ci apparaîtra 
comme ralentie, et cela d’autant plus qu’elles existent dans le liquide à 


-Vétat plus dilué et que leur fixation par la matière du corps poreux est 


plus énergique. 


Interprétation des résultats expérimentaux dans l’hypothèse 
précédente. 


L’hypothèse générale que nous venons de formuler s'accorde avec les 
divers résultats que nous a fournis l’étude expérimentale du phénomène 
et dont certains d’ailleurs étaient connus avant nos propres recherches. 


1. Influence du signe des granules. Dans le cas où les granules de 
l’hydrosol sont électrisés négativement, le liquide intermicellaire étant 
très pauvre en électrolyte, ils ne se fixent pas d’une manière appréciable 
sur le papier, dont la surface présente également au contact de l’eau une 
électrisation négative ; ils passent librement à travers les pores du papier 
et l’on comprend que, comme l'indique l'expérience, ils puissent suivre 
de très près le mouvement ascendant de l’eau, leur déplacement étant 
indépendant de la concentration sous laquelle ils se trouvent dans l’hy- 
drosol. Au contraire, lorsque les granules ont une charge positive, ils se 
fixent sur le papier par un phénomène d’adsorption qu’on peut rattacher 
à une sorte d’attraction hétéropolaire ; c’est seulement lorsque les pores 
d’une couche infiniment mince ont été tapissés de granules, que les gra- 
nules entraînés ensuite peuvent passer au travers de ces pores dont les 
parois ont été ainsi neutralisées et atteindre la couche infiniment voisine 
où ils se fixent à leur tour et ainsi de suite. On conçoit que, conformé- 
ment aux résultats expérimentaux, la vitesse d’ascension des granules, 
très faible dans le cas des hydrosols dilués, aille en croissant avec la 
concentration ‘et puisse, pour des hydrosols contentrés, se rapprocher 
de la vitesse d’ascension du iquide intermicellaire et par suite de celle 
des granules d’un colloïde négatif. 
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On s’explique également que dans le papier la ligne de séparation 
les granules et le liquide intermicellaire soit beaucoup plus nette pou 
colloïde positif, même pris sous une faible concentration, que pour un ~ 
colloide négatif : un granule positif ne peut en effet s’élever qu'après que 
les pores du papier ont été préalablement tapissés de granules, sinon, il — 
est aussitôt happé par les parois et arrêté dans sa course; ily a là une — 
| action limitative s’opposant à un phénomène toujours possible de fluctua- — 
1 tion qu’au contraire rien n’entrave dans le cas d’un colloïde négatif. 7 


2. Relation entre Vadsorption et la vitesse d’ascension. Toute action 
= favorisant adsorption des granules par le papier, que ces granules soient 
positifs ou négatifs, doit ralentir la marche des granules puisqu’elle | 
augmente la quantité qui se fixe sur une couche élémentaire avant que 
les granules atteignent la couche infiniment voisine ; toute action dimi- 
nuant l’adsorption des granules par le papier doit au contraire accélérer 
ascension. Ainsi s’interprètent très simplement les relations constatées 
par divers auteurs et étudiées en détails par nous-méme, entre ascension 
des granules colloïdaux dans les corps poreux et l’adsorption de ces gra- 
nules par la matière même du corps poreux. 


en "| 


3. Variation de la vitesse d’ascension en fonction du temps. Au fur et 
à mesure que le liquide intermicellaire s’élève dans le papier, son mou- 
vement d’ascension se ralentit, comme le fait d’ailleurs celui de l’eau pure 
dans les mémes conditions. Corrélativement le mouvement d’ascension 
des granules se ralentit aussi, même dans le cas où ces granules sont 
électrisés positivement, puisque le volume de solution colloidale qui 
pénètre dans le papier au cours de l’unité de temps, et par suite aussi le 
nombre des granules, diminuent progressivement. | 
, Lorsque l’eau a atteint la partie supérieure du papier, le colloide néga- 
tif y est approximativement parvenu, mais dans le cas d’un colloïde posi- 
tif pris sous faible concentration, les granules peuvent n’avoir atteint 
qu’une faible hauteur. Le courant d'aspiration de la solution colloidale 
vers la bande se ralentit alors considérablement. I] n’est plus entretenu 
que par la faible évaporation qui se produit le long de la bande de papier, 
évaporation qu’il paraît d’ailleurs bien difficile de supprimer totalement, 
même dans une atmosphère maintenue humide, à cause des variations de 
température que l’imbibition détermine dans la bande de papier. Mais le 
volume de solution qui pénètre dans la bande par unité de temps étant 
considérablement réduit, le mouvement d’ascension des granules positifs 
devient trés lent et sa vitesse demeure sensiblement constante. 
. Si l’on effectue des expériences d’ascension dans deux bandes de papier 
a ita epee longueurs notablement différentes, 
S scension des granules positifs baisse en 


male) as 


effet brusquement dans Ja bande la plus courte : dès que le liquide inter- 
cellaire en a atteint le sommet, alors que la vitesse dans la bande la _ 

us longue n’éprou ve aucune variation discontinue et conserve une valeur 
très supérieure à celle qui s’établit dans la bande la plus courte. 


© 4. Mouvement de descente. Si l’on étudie non plus le mouvement d’as- 
cension, mais celui de descente à travers une bande de papier à filtrer, la 
_ bande AE par sa partie supérieure dans la cuve qui contient la 
"solution colloidale, on constate que pour un colloide négatif comme le 
_ sulfure d’arsenic, dont le liquide intermicellaire est très voisin de l’eau 
4 pure, le mouvement des granules suit trés sensiblement celui du liquide 
_ intermicellaire ; le liquide qui s’écoule à la partie inférieure de la bande 
est sensiblement identique a la solution colloidale contenue dans la cuve 
ou plonge la partie supérieure du papier. Dans le cas d’un colloide 
. positif, le mouvement de descente des granules dans la bande est toujours 
- notablement plus rapide que le mouvement d’ascension dans une bande 
_ identique ; dès que le liquide intermicellaire a atteint la partie inférieure 
. de la bande et donne un écoulement uniforme, les granules sont entraînés 
avec une vitesse qui se maintient rigoureusement invariable. Cette vitesse 
est d’ailleurs, pour une bande donnée, proportionnelle à la vitesse d’écou- 
lement du liquide et croît par suite avec la longueur de la bande. 
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5. Influence de l’évaporation. Dans tous les cas l’évaporation accélère 
le courant ascendant de la solution, ce qui entraine une augmentation de 
la vitesse des granules. Le phénomène est très net dans le cas d’un col- 
loide à granules négatifs, pour lequel l’ascension des granules suit tou- 
jours de très près celle du liquide intermicellaire ; mais on le constate 
également avec des colloides à granules positifs, l’ascension de ces 
granules étant plus rapide dans une atmosphère sèche que dans une 
atmosphère saturée. 

Dans une atmosphère sèche, il arrive un moment où le liquide inter- 
micellaire cesse de s'élever, la quantité de liquide apportée au corps 
poreux par imbibition servant uniquement à compenser la perle due à 
Vévaporation. Tant que les granules n’ont pas atteint la hauteur du liquide 
intermicellaire, ils continuent à cheminer quel que soit leur signe. Mais 
lorsqu'ils y sont parvenus, ils s'arrêtent, et l’évaporation continuant, il se 
produit une accumulation de granules sur cette limite. Cela arrive très vite 
avec les granules négatifs, surtout si le liquide intermicellaire ne contient 
que des traces d’électrolytes, car les granules, qui suivent de trés près le 
niveau du liquide intermicellaire, s’arrêtent dès que ce niveau atteint une 
limite et s’accumulent sur les bords de la limite. Ils s’accumulent aussi 
sur les bords de la tache obtenue en déposant une goutte de solution 
colorante ou d’un hydrosol sur du papier à filtrer. On dit parlois qu'il y a 


eu aplastic, de la matiére colorante ou d 


le phénoméne observé est une conséquence directe de Vévaporati 
fait que la matiére colorante ou le colloide ne se fixent pas par ac 
sur le papier. ' 


Vérifications quantitatives de la théorie. 


Ainsi les divers faits observés concernant la pénétration des solutions 
colloidales à travers les corps poreux s’interprétent qualitativement dans 
l'hypothèse que le mouvement des granules ou des ions colorés résulte 
de l'entrainement de la solution colloïdale à travers les pores du support 
par suite de l’imbibition de celui-ci par le liquide intermicellaire. Nous 
allons mentionner maintenant quelques vérifications d’ordre quantitatif. 


1. Etude de l’ascension en fonction du temps. Si l’on désigne par H et 
et par À les hauteurs atteintes par le liquide intermicellaire et par les 
granules au même instant {, on peut admettre en première approxima- 
tion que le volume de solution colloïdale entraîné par imbibition à tra- 
vers le papier est proportionnel à H ; dans ces conditions, il en est de 


_ même du nombre des granules et par suite de la hauteur A à laquelle ils 


sont parvenus, ce qui conduit à la relation : 


TT = constante. 

Effectivement le quotient . varie peu au cours de l’ascension, quelle 
que soit la solution colloidale ou colorante utilisée. Toutefois la quantité 
de liquide intermicellaire fixée par unité de longueur sur la portion de 
papier imbibé ne peut être considérée comme partout la même, mais décroit 
lentement quand la hauteur augmente, ainsi que l’ont établi Ch. Eug. Guye” 
et H. Saini au cours de leurs recherches sur l'ascension des liquides dans | 
le corps poreux. Il en résulte que le volume de liquide intermicellaire et. 
par suite de solution colloïdale ayant pénétré dans le papier peut être! 
considéré comme proportionnel non à H, mais à une expression de la. 
forme H (1 — k H) ; il en est de même de la hauteur h atteinte par les | 
granules, ce qui conduit à la relation : | 

h i | 
HUE) 4 | 
c’est-à-dire : 


h 
= À ARE}, 


A et k désignant deux constantes, la seconde généralement très faible. 


. dont les résultats sont rapportés dans le tableau I, montrent que + est 


Le sement les mesures a sur l’ascension des re d’un sol a 


d’hydrate. ferrique dans diverses bandes de papier à filtrer nang 


- Durieux) : 


A : n°441 exempt de condres 
B: super 
G : épais mou, 


- une fonction lentement décroissante sensiblement linéaire de H. 


TABLEAU |. 


are : à 
Valeurs de ye fonction du temps relatives à l’ascension d’un sol 


Eure ferrique à 1 g 5 de Fe*0° par litre dans diverses bandes de 
papier à filtrer (8 = 5°8). 


t A B C 
h | h h 
H Ti H gra H de 
15 min. 5,5 em 0,145 7,2 cm 0,319 8 cm 0,212 
30 7,8 0,444 10,5 0,285 41,6 0,206 
1h. 10,8 0,489 45 0,260 16 0,200 
1h.30min. 13,2 0,436 182 0,247 19,5 0.197 
Qh. 15,5 0,129 > > » » 


Nous avons d’ailleurs effectué des vérifications analogues sur des expé- 
riences d’ascension faites avec des solutions colloïdales et des solutions 
de matières colorantes les plus diverses. 


2. Influence de la concentration. Lorsque le liquide intermicellaire a 
atteint la hauteur H, nous venons de voir que le volume du liquide inter- 
micellaire et par suite celui de la solution colloïdale ayant pénétré dans 
la bande peuvent être considérés comme proportionnels à : 


HG FH). 


En désignant par ¢ la concentration de la solution colloïdale, il en 
résulte que la masse des granules ayant pénétré dans la bande est 
proportionnelle à H (4 — k H) c. Les granules sont fixés sur une hauteur 
h de bande en sorte que la concentration s des granules dans la bande 


peut étre considérée comme proportionnelle a ai ees soit, en dési- 


 gnant par a une constante : 


__aH(1—#H)c 
ss h 


= i= 


Cette valeur représente la concentration des granules ou des ions colo- 
rés dans le papier que traverse un flux de la solution de concentra- 
tion c. Autrement dit les valeurs de s et dec doivent être reliées entre 
elles par les formules relatives aux isothermes d’adsorption. 

= Si Pon considère de très faibles valeurs de H, on aura : 


s= ac (7) 


(+) représentant la valeur limite que prend le quotient ns pour H=0. 


. a) Si l’on admettait, pour représenter l’isotherme d’adsorption, l’équa- 


tion de Jean Perrin : 
Ac 


oT Ae 


A et B désignant deux constantes, on serait conduit a la relation : 


der Gr) ~ 4 ur 


c’est-à-dire Gr) = a (1 + Be) 


Effectivement sur un large intervalle des valeurs de c, on constate dans un 


grand nombre de cas que la variation ( tT) en fonction de ¢ est sensible- 
o 


ment linéaire. 


b) La formule proposée par Freundlich pour représenter les isothermes 
d’adsorption : 


s— Ac? 


où À et p désignent deux constantes, conduit à la relation : 


c’est-à-dire : 


ete. 


’ CR ee F 
qu on peut écrire, en désignant par K et n deux nouvelles constantes : 


(A) = ke 
HH), Ke 
Si cette relation est vérifiée, on obtiendra une droite en portant en 


abscisses le logarithme des concentrations et en ordonnées le logarithme 


des valeurs initiales (relevées pour H = 0) du quotient ve . 


nt ee et Bias LU se de ce sas tés aux tn slits He 
a bout d'une heure Wascension. 7 


TABLEAU JL 


€ 


“40 1 0,258 0,935 
% D 0,242 0,214 
; 0,6 0,220 0,185 
‘4 0,4 0,165 | 0,198 
- 0,2 0,095 0,071 


M Sion ponts en abscisses les valeurs de log c et en ordonnées les valeurs 
à de log (a a), » on s’apercoit que les ‘points se répartissent sur une courbe 


légèrement concave vers l’axe des abscisses, les points relatifs aux plus 
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i Fig. 1. 
faibles concentrations se trouvant très sensiblement en ligne droite (fig. 1). 


_ Beaucoup d’isothermes d’adsorption ne donnent pas de vérifications sen- 
_ siblement meilleures de la formule de Freundlich. 


a. h : 
Il n’est pas indispensable de relever les valeurs limites de H relatives 
au temps t = 0; on peut faire porter les comparaisons sur les valeurs de 


LPS ee 


Tr relatives à une durée d'ascension déterminée et on obtien 


cations du même ordre de précision en utilisant les valeurs de. H, D. 
latives à une durée d’ascension d’une heure que renferme le tableau L re 

D’autre part, comme la hauteur H atteinte par le liquide intermicellai 4 
à un instant donné varie habituellement très peu avec la concentration — 
de la solution colloidale ou de la solution de la matière colorante, on peut — 
admettre avec une approximation très suffisante dans bien des cas que 
la hauteur h atteinte par les granules à un instant donné doit varier avec — 
la concentration suivant une relation de la forme ke", autrement dit que 
log h doit être une fonction linéaire de log c : c’est ce que nous avons 


a vérifié sur un grand nombre d’exemples. i 

= c. Considérons d’une manière générale l’expression à laquelle on aboutit 
i pour dE en admettant la formule de Freundlich. 

: h AE + | 


HS Sa 
dans laquelle p désigne l’exposant de la formule de Freundlich. 

Dans le cas d’une substance ne se fixant pas par adsorption sur le sup- 
port poreux, mais formant dans celui-ci une simple dissolution régie par 
les lois de Henry, l’exposant p de la formule de Freundlich est égal à 
Punité, p = 1. Ona donc : 


LAC, : 
RER à i: 


h ‘ . 
Le rapport y entre les hauteurs atteintes par les granules ou les ions 


colorés et le liquide intermicellaire est indépendant de la concentration 
des solutions étudiées. C’est effectivement ce qui se produit avec les col- 
loides 4 granules négatifs, lorsque le liquide intermicellaire est voisin de 
l’eau pure, comme on l’observe sur des sols de sulfure d’arsenic en l’ab- 


: : fi Fe 
sence d’électrolyte, le quotient 7 étant alors non seulement constant 
mais très voisin de l’unité. 


Dans le cas au contraire où les granules formeraient avec la matière 
du corps poreux ane véritable combinaison chimique, l’exposant p de la 


formule de Freundlich devrait être pris égal à 0, ce qui conduirait à la 
relation : 


h a 


HS ARee | 


: h . À 
le quotient  Serait proportionnel à la concentration de la substance 
dissoute. 


termicellaire au méme instant, est lié aux propriétés adsorbantes de la 
matiére du support poreux pour les granules ou les ions colorés de la 
solution étudiée. En admettant, pour représenter l’adsorption, la formule 
de Freundlich : 

iH em EP 

5 s— Ac 

LA 


nous avons été conduit, pour la valeur limite (+) du quotient +. relatif 
oO 


- à une hauteur nulle d’ascension, à l’expression : 
À ea _ 4 2, 
| # o 


- #4 Lorsqu'on représente en fonction de log c les valeurs de log s et de 


i log (+) » les points obtenus doivent se placer sur deux droites dont les 
(4 


- coefficients angulaires ont respectivement pour valeur p et À — p, en sorte 

que leur somme est égale à l’unité. C’est effectivement ce qu’a constaté 
dans mon laboratoire M'° Berthier en étudiant simultanément sur une 
- même variété de papier à filtrer l’adsorption et l’ascension relatives à des 
solutions de bleu de méthylène. 


4. Influence de l’évaporation. A la théorie que nous avons formulée, 
on pourrait objecter que l’ascension des granules ou des ions colorés ne 
s'arrête généralement pas lorsque le solvant atteint l'extrémité supérieure 
du corps poreux, alors qu’il semblerait que le courant d’imbibition qui 
s'établit entre la solution et le corps poreux dit alors s’annuler. En réalité, 
il peut y avoir appel du solvant vers la portion du corps poreux non encore 

“atteinte par les granules ou les ions colorés, sous l’influence de deux 
causes principales: 1° un gonflement progressif du support où se fait 
_Tascension lorsque celui-ci est de nature colloidale (papier à filtrer) ; 
9° une évaporation du solvant par la surface du corps poreux bien difficile 
à supprimer entièrement même lorsqu’on opère dans une atmosphère 
qu’on s'efforce de maintenirfsaturéejde vapeur du solvant. | 

Dans le cas de l'ascension d’un hydrosol à travers une bande de papier 
à filtrer, désignons par { la longueur de la bande située hors du liquide 
et par x la hauteur atteinte à l'instant ¢ par les granules ou les ions colo- 
rés. Après que le liquide intermicellaire est arrivé au sommet de la bande, 
la quantité d’eau qui s’évapore par unité de temps dans la partie de la 
bande non encore atteinte {par les granules ou les ions, peut être consi- 
dérée comme proportionnelle à (1 —2), le coefficient de proportionnalité a 
dépendant de la température et de l’état hygrométrique de latmo- 


ent que le rapport i des hauteurs d’ascension des granules et du liquide. 


partie du papier non encore atteinte par les granules ou les ior 
lement proportionnelle à (— x), avec un coeffi de propor 
décroissant en fonction du temps qu’on peut preridre de la fo 
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La hauteur dæ dont s'élève le niveau atteint par les granules 
ions pendant le temps di est donc : pe: : 
(1) dæ = M (a + be) (4 — a) dt | Det 

M désignant un coefficient lié à l’adsorption des ‘granules ou des 
sur le support poreux. En prenant pour instant initial (¢ = 0), celui où ‘ 
solvant atteint la partie supérieure du papier, les granules se trouvant alor Ss 
à une certaine hauteur x,, l'intégration de l'équation précédente fournit : 


(2) log (— 2) =— At + Pe + log (1 — 2) 


La courbe représentant y =log (¢ — x) en fonction de? part de Por- 
donnée y, = log (lL —x,) avec un coefficient angulaire négatif dont la 
valeur absolue décroit progressivement de À + B, pour {= 0, à la valeur. 
limite À atteinte au bout de quelques heures. | 

Le tableau II donne les valeurs de y—log (1 —«) relatives à l’as- 
cension du bleu de méthylène (solution à 1 g par litre) et le coefficient 
angulaire moyen de la courbe m entre deux valeurs consécutives de y 
pour une bande de papier à filtrer exempt de cendres (inarque Durieux, 
n° 111) de masse superficielle 0,76 g par dm, de longueur / = 18 em 5, 
observées dans une atmosphère de température 8 — 95 et d’état Hygro-" 
métrique e = 0,91. 


TABLEAU IIL 


Oh Ab gi ohh 5h 7h30 9h 19h 22h30 
0 15,55 14,0 14,85 11,25 10,05 9,5 6.3 5,45 
y 1192 1,146 1,074 1,051 1,002 0,975 0,799 0,131 
m (X 107?) —46 +24 —29: —20; 4,8 .—4,8 LAS 


Lorsque le bleu de méthyléne s’approche de plus en plus du sommet 
de la bande, les points figuratifs ont tendance à se placer au-dessous de” 
la droite de coefficient angulaire — A (la valeur absolue du coefficient 
angulaire m augmente). 

Ce fait peut être attribué à ce que l’équation (4) ne tient pas compte’ de: 
l’évaporation se produisant par le bord supérieur’ de la bande, qui doit 
intervenir par un terme constant. Si l’on tient compte de cette cause per- 
turbatrice, en se limitant aux valeurs de ¢ suffisatiment grandes pour 
que le terme e—* soit négligeable, l'équation du phénoméme devient 
alors : 

(3) dx = [A (LI — x) + C] dt 


z C étant. toujours très maine par FAPRATES à A(L— ~ &), conduit à à l'équa- 
ion: 


oe ieee meray petite 3 SE ob a 


ne: C 
_ le terme ry ce a , négligeable pour les petites valeurs de x, AE nent de 


plus en plus important à mesure que « croît et permet de comprendre que 
les points figuratifs s’écartent de plus en plus de la droite de coefficient 
angulaire — A à mesure que le niveau de la matiére colorante se rap- 
prethe davantage du sommet de la bande. 


ra Conclusion : la portée de l’analyse dite électrocapillaire. 


_,_-L’ascension des hydrosols colloidaux et des solutions de matière colo- 
 rante dans des bandes de papier à filtrer a été souvent préconisée, sous le 
nom d’analyse électrocapillaire, pour reconnaître d’une manière simple le 
_ signe des granules ou des ions colorés d’un hydrosol ou d’une solution 
- colorante. Sans doute lorsque le liquide intermicellaire est de l’eau pres- 

que pure, la distinction entre les solutions à granules ou ions colorés 
- positifs et les solutions à granules ou ions colorés négatifs est elle aisée, à 
condition d'opérer sur des solutions étendues comme l’a recommandé 
Kopaczewski : les granules ou les ions colorés négatifs suivent de très près 
le mouvement du liquide intermicellaire, tandis que lesgranules ou les ions 
colorés positifs montent beaucoup plus lentement. Mais la présence des 
moindres traces d’impuretés électrolytiques peut ralentir dans de grandes 
proportions le mouvement des granules négatifs et accélérer celui des 
granules positifs, ce qui atténue beaucoup l'intérêt de la méthode. 

L'application la plus directe qu’on puisse faire du phénomène paraît 
être l'étude rapide de Padsorption des granules ou des ions colorés dans 
les conditions où ils se trouvent en solution (c’est-à-dire en présence des 
électrolytes que peut renfermer la solution et à la température de l’expé- 
rience), par la matière du corps poreux où s’effectue l’ascension et par 
cette matière seulement. Il serait peu légitime d’étendre les conclusions 
fournies par cette étude à l’adsorption dans des supports différents, même 
si leur constitution pouvait sembler voisine de celle du corps poreux uti- 
lisé pour les expériences d’ascension. 

Si la solution considérée contient des constituants différents à l’état de 
micelles ou d’ions colorés distincts, la pénétration par imbibition dans un 
corps poreux, par exemple dans du papier à filtrer, pourra permettre de 
distinguer les constituants, à condition toutefois que ces micelles ou ces 
ions soient adsorbés à des degrés divers par la matière du corps poreux. 
C’est là-dessus que repose la première, et la plus importante semble-t-il 
des applications qui ait été faite de cette méthode par ses promoteurs 
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les granules ou les ions différents existent dans la solution a 
et non juxtaposés par suite d’un effet d’adsorption mutuelle où 
combinaison. Ainsi, lorsqu'on introduit de faibles quantités d’un 
‘sulfure d’arsenic dans un ‘sol d’hydrate ferrique, l'ascension ne r 
pas la présence des granules de sulfure d’arsenic qui, dans la solu 
sont unis par adsorption aux granules d’hydrate ferrique ; de méme, 
addition de petites quantités d’un sol d’hydrate ferrique dans un s 
sulfure d’arsenic, ascension dans des bandes de papier à filtrer ne 
met pas de constater la présence des granules d’hydrate ferrique ; to 3 
ce qu’on observe, c’est une légére variation de la vitesse d’ascension des 

granules d’hydrate ferrique dans le premier cas et des granules de sulfure — 
rue dans le second. 

En résumé, tous les résultats que nous avons eu l’occasion d'établir au | 
cours de ce travail montrent sans ambiguïté l’influence déterminante — 

-qu’exerce sur la pénétration des granules colloidaux et des ions colorés 
dans les corps porenx, le mouvement d’entrainement du liquide intermi- 
ellaire dû à imbibition de la matière du corps poreux par le liquide. Ce 
‘mouyement d’entrainement ne dépend pas d’une manière prédominante 
de la tension superficielle du liquide intermicellaire. De même lesjactions 
électriques ne semblent jouer aucun rôle important dans le déplacement 
des granules, et l’électrisation de ces granules intervient seulement dans 
leur fixation par adsorption sur la matière du corps poreux, toutes les 
causes susceptibles d’influencer cette adsorption modifiant également leur — 
vitesse de déplacement. : | 

Le terme souvent employé d’« ascension » ou d’« analyse électrocapil- 
laire » pour désigner un phénomène dans lequel les actions électriques et 
les actions capillaires ne jouent qu’un rôle secondaire, ne paraît donc pas 
très heureux, d’autant plus qu’il tend à établir dans L'esprit une confusion 
avec les importants phénomènes électrocapillaires découverts par Lipp- 
mann qui, eux, résultent indubitablement de l'interaction de forces d’ori- 

_gine électrique et de forces d’origine capillaire. Il nous paraitrait plus 
conforme aux faits de désigner les phénomènes étudiés dans ce travail 
sous le nom de pénétration par « imbibition des hydrosols et des solutions 
de matières colorantes à travers les corps poreux. » à 
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